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Zadanie 1. (8 punkisw) W przestrzeni euklidesowej R dany jest ciag (ax )32 zbiezny do punktu a € R™.
Niech

o0
A= U B (ak, %),
k=1
gdzie B(ag, %) jest kulg euklidesowg w R™ o érodku w aj i promieniu %
Udowodnij, ze A jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy a € A.

Zadanie 2. 8punktsw) Niech f : X — Y bedzie funkcja ciagta pomiedzy zwarta przestrzenia metryczna
X a przestrzenig Hausdorffa Y. Zatézmy, ze A1 O Ay O As O ... jest zstepujacym ciagiem zbioréw
domknietych w X.

(a) Udowodnij, ze
f[m An‘| = ﬂ f[An]
n=1 n=1

(b) Rozstrzygnij, czy teza w (a) jest tez prawdziwa bez zalozenia o domknigtosci zbioréw A,.

Zadanie 3. (8 punktsw)  Niech X bedzie przestrzenia spojna. Udowodnij, ze jesli X = F'U H, gdzie F' i
H sa domkniete oraz przeciecie F'N H jest spdjne, to zbiory F' i H sa spdjne.
Czy zalozenie domknietosci zbioréw F' i H jest istotne?

Zadanie 4. (8 punktsw)  Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna zupelna.
Niech {f; : X — R : ¢t € T} (gdzie T to pewien zbiér indekséw) bedzie rodzina funkcji ciaglych o
wartosciach rzeczywistych, ograniczona punktowo, tzn. spelniony jest warunek:
Vze X)(3keN) (VteT) fi(x)€ [k, k]
Udowodnij (np. korzystajac z twierdzenia Baire’a), ze istnieje niepusty zbiér otwarty U w przestrzeni
X oraz liczba naturalna m, takie, ze

(vt eT) fi[U] S [=m,m].



